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Розробка методу геометричного моделювання профілю лопатки осьової 
турбомашини 
В. Д. Борисенко, С. А. Устенко, І. В. Устенко, К. Т. Кузьма 
Запропоновано метод геометричного моделювання обводів спинки та ко-
ритця профілів лопаток осьових турбомашин, які описуються складеними кри-
вими і формуються двома ділянками. Кожна ділянка обводу профілю моделю-
ється кривою, що подається у натуральній параметризації. Для вхідної части-
ни профілю застосовано кубічний закон розподілу кривини, для вихідної части-
ни профілю – квадратичний закон. Стикування вхідних і вихідних частин про-
філів спинки і коритця відбувається із забезпеченням третього порядку глад-
кості, який передбачає рівність значень функцій, похідних від функцій, кривини 
та похідних від неї в точці стикування. При моделюванні профілю лопатки за-
стосовуються тринадцять кінематичних і геометричних параметрів. Невідо-
мі коефіцієнти квадратичних і кубічних законів розподілу, а також довжини 
дуг ділянок спинки і коритця профілю, визначаються в процесі моделювання 
решітки профілів на задані параметри. Задача розв'язується шляхом мініміза-
ції відхилень побудованих кривих від базових точок модельованого профілю, ро-
зташованих у горлі міжлопаткового каналу та на колі, яке визначає максима-
льну товщину профілю.  
На підставі запропонованого методу розроблено програмний код, який, окрім 
цифрової інформації по модельованій середній лінії профілю лопатки турбомаши-
ни, також видає отримані результати в графічному вигляді на екран монітора 
комп’ютера. Проведені розрахункові дослідження підтвердили працездатність 
запропонованого удосконаленого методу моделювання обводів спинки і коритця 
профілів лопаток осьових турбін. Розроблений метод може бути корисним орга-
нізаціям, які займаються проектуванням та виготовленням лопаткових апаратів 
осьових газових турбін газотурбінних двигунів 
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1. Вступ
Задача економії паливно-енергетичних ресурсів нерозривно пов’язана зі
створенням високоефективних осьових газових турбомашин. Ці турбомашини 
знайшли широке застосування в конструктивних схемах авіаційних, суднових, 
локомотивних і стаціонарних газотурбінних двигунів (ГТД). Для сучасних тур-
бомашин характерним є зменшення кількості ступенів з одночасним підвищен-
ням теплоперепаду та коефіцієнта корисної дії. Зростання теплоперепаду обу-
мовлює дозвукові і, навіть, надзвукові режими течії газу. 
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При створенні осьових турбомашин ГТД однією з основних задач, які пос-
тають перед конструкторами, є проектування проточних частин, які формують-
ся нерухомими та рухомими лопатковими апаратами. 
Відомо, що ефективність осьових турбомашин суттєво залежить від ступе-
ня аеродинамічної досконалості лопаткових апаратів. У свою чергу аеродина-
мічна досконалість в значній мірі обумовлюється геометрією профілів лопаток. 
Розробка проектів лопаткових апаратів осьових турбомашин є трудомістким 
процесом, який вимагає від проектантів високої кваліфікації та наявності відпо-
відних навичок. 
Складність і трудомісткість створення лопаткових апаратів осьових турбо-
машин пояснюється різними та незалежними одна від одної вимогами газоди-
наміки, міцності та технологічності конструкції. Цим вимогам має задовольня-
ти робоча частина (перо) лопаток, яка взаємодіє з газом. Крім того, щоб проек-
тована турбомашина забезпечувала задані параметри та мала високий коефіці-
єнт корисної дії, лопаткові апарати мають здійснювати розрахункові поворот і 
прискорення течії за можливо менших втратах енергії. 
Відносно технологічності виготовлення пера лопатки можна відмітити, що 
впровадження у виробництво сучасних високошвидкісних обробних центрів з чи-
словим програмним керуванням дещо знизило вимоги до геометрії опуклої (спин-
ки) та увігнутої (коритця) поверхонь лопаток турбін. Зараз можна виготовляти ло-
патки турбомашин дуже складної геометричної форми, але, в свою чергу, це вима-
гає розробки досконалого математичного та програмного забезпечення. Отже, но-
вітнє технологічне обладнання надало можливість застосовувати більш удоскона-
лені методи подання обводів профілів лопаток турбомашин, розвивати нові та 
удосконалювати існуючі методи їх геометричного моделювання. 
Проектування лопаткових апаратів осьових турбомашин є складним бага-
тоетапним процесом, ключовою складовою якого є побудова профілів лопаток і 
на їх основі решіток. 
З метою підвищення ефективності осьової турбомашини застосовуються 
заходи, пов'язані зі зміною геометрії лопаток: навал [1], зміна конфігурації вхі-
дної кромки [2], надання лопаткам шаблевидної форми [3], меридіональне про-
філювання [4]. 
Дослідження в цьому напрямку проводяться шляхом введення зазначених 
змін геометричної форми пера лопатки в методи проектування цих важливих 
компонентів проточних частин осьових турбомашин. Так, у роботі [5] пропону-
ється метод удосконалення профілів лопаток осьових турбомашин шляхом 
розв’язання оптимізаційної задачі та побудови решіток профілів з оптимальним 
профілюванням лопаткових вінців. 
Це обумовлює актуальність проведення досліджень в напрямку розробки 
методів математичного опису обводів спинки і коритця профілів лопаток осьо-
вих турбомашин, що сприятиме підвищенню ефективних показників ГТД. 
 
2. Аналіз літературних джерел та постановка проблеми 
У практиці створення лопаткових апаратів осьових турбомашин широко 
застосовуються різні аналітичні методи моделювання обводів спинки і коритця 
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профілів лопаток, які різняться між собою, головним чином, математичними 
залежностями, покладеними в їх основу. 
Методи моделювання решіток профілів лопаток осьових турбомашин мо-
жна розділити на три групи: 
1. Підбір профілів із спеціальних атласів, які включають в себе добре відп-
рацьовані експериментальними та теоретичними методами решітки профілів, 
наприклад [6]. Атласи профілів існують у багатьох організаціях, які займаються 
проектуванням проточних частин турбомашин. У подібних атласах приводяться 
аеродинамічні характеристики профілів у функції певних геометричних і режи-
мних параметрів. Проте в цьому випадку вибір решіток профілів обмежений, а 
рівень їх ефективності визначається часом створення. 
2. Проектування решіток профілів шляхом вигину спеціального аеродина-
мічного профілю вздовж деякої середньої лінії. Товщину бажаного аеродинамі-
чного профілю розподіляють вздовж середньої лінії. Такий підхід до моделю-
вання профілю базується на теорії обтікання крил і, в основному, застосовуєть-
ся в компресоробудуванні. Хоча в ранніх проектах турбін профілі лопаток 
створювалися шляхом побудови середньої лінії і розподілом вздовж неї вибра-
них за певним законом зміни товщини від вхідної до вихідної кромки профілю. 
Незважаючи на історичну давнину методи цієї групи і зараз знаходять застосу-
вання в турбобудуванні. Так, в роботі [7] для моделювання середньої лінії за-
стосовуються опуклі та увігнуті параболічні лінії, які в кінцевих точках мають 
кути нахилу дотичних, що відповідають кутам входу і виходу потоку з решітки 
профілів. Вздовж побудованої лінії розподіляються товщини модельованого 
профілю, які корелюються з радіусами вхідної та вихідної кромок, а також ма-
ють забезпечувати потрібні кути загострення цих кромок. У роботі [8] середню 
лінію профілю також пропонується описувати параболічною кривою, хоча сте-
пінь параболи не вказується. 
3. Моделювання профілів шляхом безпосередньої побудови спинки, коритця, 
вхідної та вихідної кромок. Такий підхід широко застосовується при профілюван-
ні турбінних решіток, теорія яких базується на розрахунках течії робочої рідини в 
каналах. У турбобудуванні, як правило, моделюється не окремий профіль, як це 
має місце у вище викладеному підході, а міжлопатковий канал у цілому.  
Треба зазначити, що методи, які віднесені до третьої групи, зараз набули 
широкого застосування при розробці проектів лопаткових апаратів як газових, 
так і парових турбін різного цільового призначення. Цьому в значній мірі спри-
яло впровадження в практику проектування турбін комп’ютерної техніки, яка, 
крім безпосередніх розрахунків, надала можливість виводити на екран монітора 
отримані числові результати в графічній формі. 
Для аналітичного подання кривих, якими мають описуватися спинка і ко-
ритця профілю широко застосовуються різноманітні криві: параболи, гіпербо-
ли, еліпси Ламе [9], лемніскати [9, 10], поліноми різних степенів [11, 12], гіпер-
болічні спіралі [13], дуги кіл, сплайни [14] та ряд інших кривих. Моделювання 
спинки профілю виконується незалежно від коритця. Вхідна та вихідна кромки 
профілю описуються дугами кіл. У цілому це є загально прийнятий підхід до по-
будови профілю турбінної лопатки. 
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У роботі [9] запропоновані два способи моделювання спинки і коритця 
профілю лопатки турбомашини із застосуванням еліпсів Ламе та модифікова-
них лемніскат Бернуллі. Еліпси Ламе будуються в косокутній системі коорди-
нат, осі яких проводяться через точки С1 і С2 торкання дотичних з колами вхід-
ної та вихідної кромок, відповідно. При цьому ось x  паралельна дотичній в то-
чці С2, а ось y  паралельна дотичній в точці С1. Центр координат косокутної си-
стеми розташовується в точці cO , яка знаходиться в місці перетину прямих, 
проведених паралельно відповідним дотичним. У косокутній системі координат 
cxO y  відрізки 1cO С  і 2cO С  визначають величини більшої ас і малої bc півосей 
еліпсу Ламе, який описує спинку профілю та має рівняння наступного вигляду: 
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Аналогічний підхід застосовується і при моделюванні коритця профілю. 
Другий спосіб передбачає моделювання профілю лопатки осьової турбо-
машини із застосуванням модифікованої лемніскати Бернуллі: 
 
     
1C
e cos cotan sin ,       m n n  
 
де e  – параметр лемніскати;   – полярний кут. 
Як і у випадку еліпсу Ламе, так і у модифікованої лемніскати показники сте-
пенів m і n визначаються в процесі моделювання спинки та коритця профілю. 
Згідно з роботою [9], за вихідні дані при моделюванні профілю застосову-
ються геометричні кути входу і виходу потоку, кути загострення вхідної та ви-
хідної кромок, радіуси заокруглення кромок, кут установки профілю, хорда 
профілю або осьова протяжність решітки, крок розташування профілів у решіт-
ці, максимальна товщина профілю та її розташування, а також горло каналу та 
кут відгину профілю в горлі каналу. Отже при моделюванні профілю задіяні 
13 параметрів. 
В роботі [10] пропонується подавати обводи спинки і коритця профілів лопа-
ток турбін із застосуванням лемніскат Бернуллі. Але на відміну від роботи [9] для 
отримання бажаної комбінації кутів на вході та виході з решітки профілів лемніс-
кату деформують вздовж осі ординат. Коефіцієнтом деформації виступає функція 
кута на виході з решітки профілів. На отриманій лемніскати розшукувалася точка, 
в якій кут нахилу дотичної відповідає геометричному куту входу потоку.  
У роботі [11] передбачається моделювання спинки і коритця профілів ло-
паток турбомашин поліномами високих порядків. Треба відзначити, що полі-
номам високих порядків притаманні певні негаразди, пов’язані з так званою ос-
циляцією, яка призводить до випучування кривих, що є небажаним явищем. 
Подібне явище має місце і в роботі [12], в якій також для подання обводів про-
філів застосовуються поліноми високих степенів. 
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Моделювання спинки і коритця профілів лопаток турбомашин ділянками 
гіперболічних спіралей, які за певних обставин можуть сполучатися з дугами 
кіл, розглядається в роботі [13]. Незважаючи на те, що метод алгоритмізований 
і по ньому розроблено програму розрахунків, зазначимо наступне. В місцях 
стикування ділянок застосованих кривих мають місце розриви кривини, які не-
сприятливо впливають на течію робочої речовини в міжлопаткових каналах 
решіток профілів.  
Зазначимо, що в справі моделювання профілів лопаток осьових турбін ду-
же часто робляться посилання на роботу [14], в якій для аналітичного подання 
обводів спинки і коритця профілю застосовуються 11 геометричних параметрів. 
Аналітичний опис спинки і коритця здійснюється поліноміальними кривими 
третього степеню і, за необхідності, дугами кіл. За цих обставин на кривих спи-
нки і коритця має місце розрив кривини. Якщо для обтікання коритця профілю 
це не є критичним, то для спинки профілю розрив кривини може призвести до 
відриву потоку, а отже збільшенню втрат енергії робочої речовини.  
Останніми роками при моделюванні обводів профілів лопаток турбін по-
чали широко застосовуватися криві Безьє [15–19]. Математичною базою цих 
кривих є поліноми Бернштейна.  
У роботі [15] спинка та корите профілю моделювалися кривими Безьє чет-
вертого або п’ятого порядку. Це вимагало дуже ретельно розміщувати вершини 
характеристичної ламаної Безьє, яка в першому наближенні окреслювала моде-
льовану криву. Невдале розташування вершин характеристичної ламаної може 
призвести до неконструктивних профілів. 
Співзвучною з попередньою є робота [16], автор якої застосовує складені 
криві Безьє з порядком, що не перевищує трьох. Зрозуміло, що і в цьому випад-
ку існує проблема розташування вершин розташування характеристичної лама-
ної. Побудова кривих спинки і коритця профілю складеними кривими пов’язана 
з розривом кривини в точках стикування окремих ділянок. 
У роботі [17] профіль лопатки турбіни пропонується окреслювати трьома 
кривими Безьє: спинку профілю – однією параболою (кривою Безьє другого 
порядку), коритце – двома параболами (кривими Безьє другого порядку) з ура-
хуванням максимальної товщини профілю. Цій роботі також притаманні недо-
ліки, визначені при аналізі робіт [15, 16]. 
Автори роботи [18] при моделюванні профілів лопаток осьових турбома-
шин застосовують криві Безьє третього порядку. Подібні криві можна побуду-
вати за наявності чотирьох вершин характеристичної ламаної. Дві вершини збі-
гаються з точками стикування спинки або коритця профілю з колами вхідної та 
вихідної кромок. В цих точках вони мають кути нахилу дотичних, які визнача-
ються відповідними кутами входу і виходу потоку з урахуванням кутів загост-
рення кромок. Координати цих точок легко визначаються. Дві проміжні точки 
беруться на дотичних до вхідної та вихідної кромок і є часткою відрізків, дов-
жини яких вимірюються від точки перетину дотичних до точок торкання з кро-
мками профілів. Це є суттєвим недоліком, оскільки описаним методом практи-
чно неможливо отримати профілі з великим кутом повороту течії. 
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У роботі [19] профілі турбінних лопаток моделюються із застосуванням 
дев’яти вершин характеристичної ламаної окремо для спинки і коритця, що приз-
водить до кривих Безьє восьмого порядку. Алгоритм визначення координат про-
міжних точок характеристичної ламаної не обговорюється. Аналізуючи рисунок, 
на якому показано профіль з вершинами характеристичної ламаної, можна прийти 
до висновку, що ці вершини, особливо для коритця, беруться спонтанно. 
Окрім кривих Безьє, при поданні обводів профілів лопаток турбін застосо-
вуються раціональні параметричні криві [20] та криві NURBS [21].  
Слід зазначити, що застосовані в роботі [20] раціональні параметричні криві 
фактично є окремим випадком NURBS-кривих. Запропонований в роботі [21] під-
хід до моделювання спинки і коритця профілю лопатки осьової турбомашини, 
який базується на NURBS-кривих, також передбачає наявності контрольних 
(управляючих) вершин. Крім того, у NURBS-кривих застосовуються вагові коефі-
цієнти, які також певним чином впливають на модельовану криву. Для мінімізації 
кількості управляючих вершин і визначення значень вагових коефіцієнтів 
розв’язувалася оптимізаційна задача.  
Треба зазначити, що криві Безьє, В-сплайни та NURBS-криві мають певне 
аналітичне підґрунтя, у зв’язку з чим відпадає необхідність запам’ятовувати 
координати кожної точки модельованої кривої. Це дозволяє створювати доволі 
складні криволінійні об’єкти з невеликою кількістю управляючих вершин. Але 
саме доцільне розташування управляючих вершин є трудомісткою, неоднозна-
чною задачею. Розв’язання цієї задачі залежить від кваліфікації фахівця не 
тільки в геометрії кривих, але й в своїй предметній області. 
Автори роботи [22] продемонстрували моделювання лопатки осьової тур-
бомашини в програмному середовищі CATIA V5. Геометрична модель профілю 
лопатки створювалася за допомогою сплайнів і видавлювалася для отримання 
суцільної моделі. 
Завершуючи аналіз літературних джерел, необхідно зазначити, що всім ро-
зглянутим методам аналітичного профілювання лопаток осьових турбомашин 
притаманні ті чи інші переваги та недоліки, які обмежують їх широке застосу-
вання. У межах деяких з цих методів принципово неможливо витримати деякі 
важливі параметри профілів та їх решіток або частину з параметрів отримати з 
незадовільною точністю. У тих методах, які передбачають побудову спинки або 
коритця профілю із застосуванням складеної кривої, питання забезпечення в 
точці стикування ділянок кривих другого порядку гладкості, тим паче третього 
порядку гладкості, навіть не розглядалося. Найчастіше розробники методів мо-
делювання обводів профілів складеними кривими в точці стикування ділянок 
обмежувалися забезпеченням рівності значень функцій та їх похідних, що від-
повідає першому ступеню гладкості. 
 
3. Мета та задачі дослідження 
Метою роботи є розробка удосконаленого методу геометричного моделю-
вання обводів спинки і коритця профілів лопаток осьових турбомашин складе-
ною кривою. Ділянки цієї кривої мають подаватися у натуральній параметриза-
ції та із застосуванням квадратичного і кубічного законів розподілу кривини від 
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довжини власної дуги. Стикування ділянок повинно відбуватися із забезпечен-
ням третього порядку гладкості.  
Для досягнення мети були поставлені наступні завдання: 
– визначити положення базових точок, кути нахилу в них дотичних для 
подальшого проведення через них складеної кривої; 
– побудувати вихідну ділянку спинки профілю лопатки турбомашини із засто-
суванням натуральної параметризації та квадратичного закону розподілу кривини; 
– побудувати вхідну ділянку спинки профілю лопатки турбомашини із за-
стосовуванням кубічного закону розподілу кривини та забезпечити третій по-
рядок гладкості в місці стикування з вихідною ділянкою спинки профілю; 
– побудувати коритце профілю лопатки складеною кривою із застосуван-
ням квадратичного і кубічного законів розподілу кривини, відповідно, для ви-
хідної та вхідної частин коритця та забезпечити третій порядок гладкості сти-
кування ділянок; 
– реалізувати запропонований метод моделювання обводів профілю лопат-
ки осьової турбомашини у вигляді комп’ютерного коду із забезпеченням візуа-
лізації отриманих результатів на екрані монітора комп’ютера. 
 
4. Моделювання обводів профілю лопатки осьової турбомашини із за-
стосуванням кривих, що подаються у натуральній параметризації 
Як і в роботі [23], при моделюванні обводів профілю лопатки осьової тур-
бомашини будемо застосовувати опис кривих у натуральній параметризації. 
При цьому кривина кривої k від довжини власної дуги s визначається наступ-
ною залежністю: 
 
  d d , k s s  
 
де  – кут нахилу дотичної. 
Застосовуючи положення диференціальної геометрії, запишемо вирази для 
знаходження кута нахилу дотичної та координат точок модельованої кривої в 
залежності від довжини її дуги: 
 
     
0
0 d ;    
s
s k s s  (1) 
 
     
0
0 cos d ;  
s
x s x s s  
 
     
0
0 sin d ,  
s
y s y s s  (2) 
де (0), х(0), у(0) – кут нахилу дотичної та координати початкової точки моде-
льованої кривої. 
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Інтеграли у виразах (2) аналітично не беруться, їх обчислення виконується 
числовим методом інтегрування. 
 
4. 1. Розташування базових точок профілю лопатки осьової турбіни 
При моделюванні решітки турбінних профілів використовуються геометри-
чні параметри, зміст яких зрозумілий і не вимагає особливого пояснення 
(рис. 1). Зазначимо, що для моделювання лопатки осьової турбомашини засто-
совуються 13 геометричних параметрів – лінійних і кутових. 
 
 
 
Рис. 1. Профілі турбінних лопаток та їх геометричні параметри 
 
Моделювання обводів профілю лопатки осьової турбомашини починають 
із розміщення за певними умовами так званих базових точок. До базових точок 
відносять центри кіл вхідної О1 та вихідної О2 кромок, точки С1 і K1 торкання 
дотичних до кола вхідної кромки, точки С2 і K2 торкання дотичних до кола ви-
хідної кромки та точка С3, яка знаходиться у горлі каналу. 
Координати центрів кіл вихідної О2 і вхідної О1 кромок визначаються, ви-
ходячи із їх розташування в обраній системі координат: 
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У цих виразах під В розуміється осьова протяжність решітка профілів, а 
під βs – кут установки профілю, який вимірюється від вертикальної осі. 
Координати базових точок С2, K2 і С1, K1 знаходяться за виразами: 
 
2 2 22
cos ;  C O Cx x r  2 2 22 sin ;  C O Cy y r  
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де 
2 2 2
2;    С  2 2 2 2;    K  1 1 1 2;    С  1 1 1 2.    K  
Кути β1 і β2 також вимірюються від вертикальної осі у. 
Координати базової точки С3, яка знаходиться у горлі каналу, визначають-
ся наступним чином: 
 
   
3 2 22 2
cos ;     C O Cx x a r  
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3 2 22 2
sin .      C O Cy y t a r  
 
Розташування базових точок тестового прикладу моделювання профілю со-
плової лопатки наведено на рис. 2.  
 
 
 
Рис. 2. Базові точки профілю 
 
 C2 
C1 
C3 
K1 
K2 
 O1 
O2 
 
x 
y 
2O  
Н
е є
 пе
ре
ви
да
нн
ям
У зв’язку з дуже малими розмірами вихідної кромки профілю розгледіти на 
ній базові точки неможливо, тому на рис. 2 вихідну кромку зображено у збіль-
шеному масштабі. Це надало можливість показати розташування базових точок 
на цій кромці. 
 
4. 2. Моделювання вихідної ділянки спинки профілю 
Для моделювання першої (вихідної) ділянки спинки, розташованої між то-
чками С2 і С3 (рис. 1) маємо наступні вихідні дані: координати точок С2 і С3 та 
кути нахилу в них дотичних. Цих даних достатньо для моделювання кривої з 
лінійним законом розподілу кривини. 
Застосуємо для моделювання вихідної ділянки спинки турбінного профілю 
квадратичний закон розподілу кривини, взятий у вигляді 
 
  21 1 1 ,  с с сk s a s b s c           (3) 
 
де a1с, b1с і с1с – невідомі коефіцієнти, які підлягають визначенню в процесі мо-
делювання кривої. 
За цих обставин кількість невідомих в рівнянні (3) є перебільшеною. Зро-
зуміло, можна було б взяти залежність кривини без вільного члена 1 ,сс  але це 
свідчило б про те, що в точці С2 крива обводу вироджується в пряму лінію. А це 
є небажаним явищем. Тому визначимо цей коефіцієнт як деяку обернену частку 
радіуса кола вихідної кромки. 
Підставивши рівняння квадратичного закону розподілу кривини у вигляді 
(3) до виразу (1), отримаємо залежність розподілу кута нахилу дотичної до осі 
абсцис від довжини дуги: 
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Оскільки кути нахилу дотичних в точках С2 і С3 відомі, то із залежності (4) 
знаходимо вираз для коефіцієнта а1с: 
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де 23S  – довжина дуги кривої, побудованої між точками С2 і С3. 
Зазначимо, що кути нахилу дотичних в початковій С2 та кінцевій С3 точках 
модельованої кривої дорівнюють: 
 
2 2
2 ;   С С  3 3 .  С С  
 
З урахуванням коефіцієнта а1с вираз для розподілу кута нахилу дотичної до 
кривої в залежності від довжини дуги набуде вигляду: 
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Підставивши у вирази (2) координати точки С3 і прийнявши до уваги зале-
жність (5), отримаємо два рівняння 
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числовим розв’язанням яких визначаємо дві невідомі величини: довжину дуги 
23S  і коефіцієнт b1с. 
При довільному завданні значень довжини дуги 23S  і коефіцієнта b1с отри-
маємо координати x(s) і y(s) деякої точки, віддаленої від точки С3 на відстань d, 
якa визначається виразом: 
 
     
3 3
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У цьому виразі знак береться в залежності від розташування точки з коор-
динатами x(s) і y(s) відносно прямої, що з'єднує точки С2 і С3. 
Варіюючи довжиною дуги 23S  і коефіцієнтом b1с, можна відшукати такі їх 
значення, які дозволять визначити відхилення d з наперед заданою точністю. 
Процесу підбору величин 23S  і b1с можна надати цілеспрямований харак-
тер, якщо вираз для визначення відхилення d прийняти в якості цільової функ-
ції і застосувати до нього один з методів мінімізації функції кількох змінних. 
Для знаходження мінімуму функції застосований алгоритм, запропонова-
ний в роботі [24], який дозволяє мінімізувати функцію декількох змінних мето-
дом прямого пошуку і не припускає обчислення похідних функції, що мінімізу-
ється. Практика розрахунків показала високу ефективність цього алгоритму для 
вирішення завдання мінімізації функції. 
Визначивши значення коефіцієнтів розподілу кривини кривої від довжини 
її власної дуги, можна розрахувати координати будь-якої точки модельованої 
кривої, кривину кривої в цій точці та кут нахилу дотичної. 
 
4. 3. Моделювання вхідної ділянки спинки профілю 
По завершенні моделювання першої ділянки обводу спинки приступають 
до побудови другої її частини, розташованої між точками С3 і С1. Відмінною 
особливістю моделювання цієї частини обводу спинки є те, що розподіл криви-
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ни k по довжині обводу s представляється параболічною залежністю третього 
степеня: 
 
  3 22 2 2 2 ,   с с с ck s a s b s c s d          (6) 
 
де a2с, b2с, с2с i d2с – невідомі коефіцієнти, які підлягають визначенню в процесі 
моделювання кривої. 
При моделюванні вхідної ділянки спинки приймається, що в точці С3 кри-
волінійна координата s дорівнює нулю.  
Підвищення степеню подання залежності кривини від довжини дуги обу-
мовлено бажанням забезпечити третій порядок гладкості стикування кривих в 
точці С3.  
Відомо, що третій порядок гладкості стикування кривих передбачає рів-
ність у спільній точці значень функцій, її похідних, кривини та похідної від 
кривини. 
Оскільки в результаті побудови вихідної ділянки спинки кривина кривої в 
точці С3 стає відомою, то коефіцієнту d2с надається значення, яке дорівнює кри-
вині вихідної ділянки в кінцевій точці, тобто 
32
,c Cd k  де 
 
3
2
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У точці С3 також відома похідна від кривини кривої, тому коефіцієнту с2с 
надається значення цієї похідної 
 
2 1 23 12 . c c cc a S b  
 
Підставивши рівняння кубічного закону розподілу кривини у вигляді (6) до 
виразу (1), отримаємо залежність розподілу кута нахилу дотичної до осі абсцис 
від довжини дуги: 
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Оскільки кути нахилу дотичних в точках С1 і С3 відомі, то, подібно тому, 
як це було зроблено вище, можна записати 
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і знайти вираз для коефіцієнта а2с 
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У цих виразах під 31S  розуміється довжина дуги кривої між точками С3 і С1. 
Залежність, яка встановлює розподіл кута нахилу дотичної на вхідній діля-
нці спинки профілю з урахуванням коефіцієнта а2с, матиме вигляд 
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Підставивши цей вираз до рівнянь (2), записаних стосовно точки С1, отри-
маємо наступні залежності для визначення числовим методом довжини дуги 
31S  і коефіцієнта b2с: 
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Довжина дуги 31S  між точками С3 и С1, а також коефіцієнт b2с визначають-
ся в процесі розв’язання задачі мінімізації величини відхилення d, отриманої 
проміжної кінцевої точки обводу від точки С1.  
На рис. 3 наведено тестовий приклад геометричного моделювання обводу 
спинки турбінного профілю, характерний для соплової лопатки. На цьому 
рис. 3 можна побачити, що кожна із модельованих ділянок спинки профілю ро-
зташовується у межах відповідного трикутника. Бічні сторони кожного трикут-
нику є дотичними до обводу спинки в так званих базових точках С2, С3 і С1. 
Сторони трикутників, які віднесені до основ, є відрізками прямих, що 
з’єднують вказані базові точки. 
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Рис. 3. Результат моделювання спинки профілю 
 
Для тестового прикладу профілю соплової лопатки на рис. 4 показані гра-
фіки розподілу кривини, її похідної та кута β, який утворюється між дотичною 
до спинки модельованого профілю та віссю ординат. Вказані графіки побудо-
вані в залежності від відносної довжини дуги кривої. На цьому рисунку колами 
невеликого радіусу визначені положення точок, в яких відбувається стикування 
ділянок обводу спинки профілю. Криві розподілу кута β і кривини k мають мо-
нотонний характер. Крива розподілу похідної кривини від довжини дуги також 
є неперервною. В точці стикування спостерігається злам кривої, але розриву 
кривої немає. Все це свідчить про те, що в сумісній точці відбувається стику-
вання ділянок складеної кривої із забезпечення третього порядку гладкості. Це 
є свідченням того, що поставлена задача моделювання спинки профілю є 
розв’язаною. 
Завершальним кроком моделювання обводу спинки профілю є знаходжен-
ня числовим методом точки дотику кола радіусу 2mc  з вхідною ділянкою спи-
нки (точка A на рис. 1). Це дозволяє визначити положення точки K3 (рис. 5), яка 
розташовується діаметрально протилежно точці А та має в ній такий же самий 
кут нахилу дотичної. 
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Рис. 4. Розподіл кривини k, похідної k' та кута β в залежності від відносної дов-
жини кривої для спинки профілю соплової лопатки 
 
 
 
Рис. 5. Базові точки коритця профілю 
 
Рівність кутів нахилу дотичних в точках А і K3 гарантує досягнення заданої 
товщини профілю cm на відстані 
mc
X  від вхідної кромки профілю. 
 
4. 4. Моделювання коритця профілю 
Коритце профілю моделюється аналогічно його спинки. Спочатку буду-
ється вихідна ділянка K2K3, а потім вхідна ділянка K3K1. В усіх опорних точках 
коритця профілю, окрім координат, відомі кути нахилу дотичних. Стикування 
ділянок відбувається в точці K3 із забезпеченням третього порядку гладкості. 
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Моделювання вихідної ділянки реалізується з квадратичним законом роз-
поділу кривини, аналогічним (3), а вхідного – з кубічним законом розподілу 
кривини, аналогічним (6). Невідомі коефіцієнти цих законів визначаються чис-
ловим методом. Усі вище записані залежності справедливі, відповідно, для ви-
хідної та вхідної ділянок коритця профілю. 
Крива вихідної ділянки розташовується в трикутнику K2FK3 (рис. 6), а вхі-
дної ділянки – в трикутнику K3GK1. Для того, щоб можна було б бачити цілісну 
картину моделювання профілю лопатки турбомашини на рис. 6 також залишені 
попередньо виконані побудови стосовно спинки профілю. 
 
 
 
Рис. 6. Результат моделювання коритця профілю 
 
Із-за дрібного масштабу рис. 6 крива вхідної ділянки спинки профілю 
майже збігається з бічними сторонами трикутника K3GK1. Для підтвердження 
того факту, що на вхідній ділянці профілю між точками K3 і K1 існує крива лі-
нія, на рис. 7 у суттєво збільшеному масштабі показано вхідну ділянку змоде-
льованого профілю. На цьому рисунку чітко видно криву лінію, яка проходить 
між точками K3 і K1. 
З розгляду рис. 8 випливає, що характер розподілу кривини та її похідної 
суттєво відрізняється від аналогічних кривих, побудованих для спинки профі-
лю. Після точки стикування обидві криві демонструють зростання. Щодо кута β 
можна зробити висновок, що по мірі переміщення до вхідної кромки цей кут 
зростає, але після точки стикування темп зростання дещо зменшується. 
Наведені результати мають чисто демонстраційний характер. Їх метою бу-
ло підтвердження працездатності запропонованого методу моделювання профі-
лів лопаток осьових турбомашин. 
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Рис. 7. Вхідна ділянка профілю 
 
На рис. 8, подібно тому, як це зроблено для спинки профілю, наведені гра-
фіки розподілу кривини k, похідної від кривини k' та кута β, побудовані від від-
носної довжини кривої для коритця профілю. 
 
 
 
Рис. 8. Розподіл кривини k, похідної k' та кута β в залежності від відносної дов-
жини кривої для коритця профілю соплової лопатки 
 
 
5. Результати моделювання профілю лопатки осьової турбіни 
На підставі запропонованого методу побудови профілів лопаток осьових 
турбомашин розроблено програмний код в середовищі Fortran PowerStation, 
який дозволяє розраховувати та візуалізовувати отримані результати на екрані 
монітора комп’ютера.  
Для подальшого підтвердження працездатності запропонованого методу 
було змодельовано тестовий приклад профілю, характерний для робочих лопа-
ток (рис. 9). 
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Рис. 9. Результати моделювання профілю робочої лопатки 
 
На рис. 10, 11 наведені графіки розподілу кривини k, похідної від кривини 
k' та кута β, відповідно для спинки та коритця профілю, побудовані в залежнос-
ті від відносної довжини кривої. Ці дані свідчать, що у точках стикування (поз-
начені маленькими колами) відбувається спряження ділянок складених кривих 
з третім порядком гладкості. Дещо незвичний характер розподілу кривини та її 
похідної простежується на коритці профілю. Для забезпечення плавності проті-
кання похідної від кривини треба підвищити закон розподілу кривини. Проте це 
умовами, які накладаються на третій порядок гладкості стикування кривих, не 
передбачається. 
Два канали, утворені профілями соплових і робочих лопаток, показані на 
рис. 12.  
 
 
 
Рис. 10. Розподіл кривини k, похідної k' та кута β в залежності від відносної до-
вжини кривої для спинки профілю робочої лопатки 
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Рис. 11. Розподіл кривини k, похідної k' та кута β в залежності від відносної до-
вжини кривої для коритця профілю робочої лопатки 
 
 
 
Рис. 12. Профілі соплової і робочої лопаток турбінного ступеню 
 
Профілі, показані на рис. 12, свідчать про те, що всі перераховані вище гео-
метричні параметри повністю задовольняють умовам моделювання профілів ло-
паток осьових турбомашин. Разом з тим слід зазначити, що до вибору значень ге-
ометричних параметрів необхідно підходити зважено. В першу чергу, це відно-
ситься до розміщення кола максимальної товщини профілю та його радіусу. 
Відзначимо, що всі рисунки, починаючи з другого і до останнього, є 
скріншотами, отриманими в процесі роботи розробленої програми моделюван-
ня профілів лопаток осьових турбомашин. 
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6. Обговорення методу моделювання профілів лопаток осьових турбін 
У роботі запропоновано новий метод геометричного моделювання обводів 
профілів лопаток осьових турбомашин. Особливістю методу є те, що модельо-
вані обводи спинки і коритця подаються складеними кривими, які проходять 
через відповідні базові точки із забезпеченням в них заданих кутів нахилу до-
тичних. Ділянки складених кривих спинки (рис. 3) і коритця (рис. 6) профілю 
соплової лопатки стикуються з третім порядком гладкості, що підтверджується 
графіками розподілу кривини та її похідної (рис. 4, 8). Аналогічні висновки мо-
жна зробити з розгляду рис. 9–11 для профілю робочої лопатки. Саме в цьому 
криється принципова відмінність запропонованого методу від існуючих рішень 
з цього питання. 
Перевагою запропонованого методу є те, що він дозволяє в процесі моде-
лювання профілю відстежувати графіки розподілу кривини, похідної від неї та 
кута β в залежності від довжини власної дуги. При незадовільному характері 
розподілу цих диференціальних характеристик вздовж дуги обводу кривої мо-
жна незначною зміною вхідних даних, крім геометричних кутів модельованих 
профілів, досягти прийнятного результату.  
До вибору вихідних даних необхідно підходити зважено. Практичні розра-
хунки показали, що навіть при невдалому виборі вихідних даних програмних 
зупинів не відмічалося. Зрозуміло, що профіль при цьому може виявитися не-
конструктивним. Проте це не є обмеженням запропонованого методу геометри-
чного моделювання профілів лопаток осьових турбін. Розробники проектів 
профілів лопаток при визначенні вихідних даних на їх моделювання користу-
ються статистичними залежностями по параметрах профілів, побудованими на 
базі добре відпрацьованих турбінних ступенів. 
Подальший розвиток запропонованого методу моделювання профілів ло-
паток осьових турбомашин можу бути пов’язаним з розробкою заходів щодо 
аналізу геометричної досконалості міжлопаткових каналів, сформованих змо-
дельованими профілями соплових і робочих лопаток осьових турбомашин. 
 
7. Висновки  
1. Розроблено метод геометричного моделювання обводів спинки і коритця 
профілів плоских перерізів лопаток осьових турбомашин у вигляді складеної з 
двох ділянок кривої. Кожна ділянка подається у натуральній параметризації та 
застосуванням законів розподілу кривини від довжини власної дуги. Змодельо-
вані ділянки кривих стикуються із забезпеченням третього порядку гладкості.  
2. Розроблено алгоритм визначення положень базових точок, через які ма-
ють пройти модельовані криві спинки і коритця профілю. Координати точки K3 
визначаються числовим методом за умови забезпечення розташування вписано-
го в профіль кола максимального радіусу на заданій відстані від вхідної кромки. 
3. Вихідні ділянки спинки і коритця профілю моделюються із застосуван-
ням квадратичного закону розподілу кривини від довжини дуги кривої. Оскіль-
ки координат двох точок і кутів нахилу дотичних не вистачає для визначення 
невідомих коефіцієнтів лінійного закону розподілу кривини, то при застосуван-
ні квадратичного закону розподілу кривини була прийнята додаткова умова. 
Ті
ль
ки
 дл
я ч
та
нн
я
Зокрема, вільний член цього закону береться як деяка частка оберненої величи-
ни радіусу закруглення вихідної кромки.  
4. Вхідні ділянки спинки і коритця профілю моделюються із застосуванням 
кубічного закону розподілу кривини. Вільний член цього закону дорівнює кри-
вині в кінцевій точці вихідної ділянки, передостанній член – значенню похідної 
також в кінцевій точці вихідної ділянки. Цих умов достатньо для забезпечення 
стикування ділянок спинки або коритця профілю з третім порядком гладкості. 
Як і у випадку вихідних ділянок, невідомі коефіцієнти кубічних законів розпо-
ділу кривини та довжини дуг визначаються розв’язанням задачі мінімізації від-
хилення проміжно отриманих кінцевих точок ділянок від заданих базових то-
чок профілю.  
5. Метод моделювання обводів спинки і коритця профілю лопатки осьової 
турбомашини реалізовано у вигляді програмного коду з візуалізацією отрима-
них результатів на екрані монітора комп’ютера. Проведені розрахунки підтвер-
дили працездатність запропонованого методу геометричного моделювання 
профілів лопаток осьових турбомашин, що доведено візуалізацією профілів со-
плових і робочих лопаток. Застосовані в програмному коді числові методи на-
давали можливість отримувати результати з похибкою меншою ніж 10–6. Зазна-
чимо, що сучасне технологічне обладнання дозволяє обробляти лопатки турбо-
машин з мінімальним допуском 0,03–0,05 мм. 
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